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Objetivos

Objetivos

Extender la función factorial a C: función Γ.

Obtener distintas expresiones para la función Γ aśı como su
relación con otras funciones clásicas.

Introducir la función ζ de Riemann.
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relación con otras funciones clásicas.

Introducir la función ζ de Riemann.

Presentaciones de clase Análisis Complejo



La función Γ

Proposición

La función dada por

Γ(z) :=
1

zeγz ∏
∞
n=1(1 + z

n )e−
z
n

=
1

z
e−γz

∞

∏
n=1

(1 +
z

n
)−1e

z
n ,

es meromorfa en C, tiene polos simples en {0,−1,−2, . . .} siendo

Res(Γ,−n) = (−1)n
n! , para n = 0,−1,−2, . . . y satisface la ecuación

funcional:

Γ(z + 1) = zΓ(z), para z ∈ C\{0,−1,−2, . . .}.
Γ(1) = 1.
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Fórmula de los complementos y de Gauss

Proposición: Fórmula de Gauss

Γ(z) = lim
n

n!nz

z(z + 1) . . .(z +n)
,

para cada z ∈ C\{0,−1,−2, . . .}.

Proposición: Fórmula de los complementos

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
,

para cada z ∈ C\{0,−1,−2, . . .}.

Observación

Γ

(
1

2

)
=
√

π.
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Fórmula de los complementos y de Gauss

Proposición: Fórmula de Gauss
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La función Γ como una integral

Ejercicio

Pruébese que:

La función ϕ1(z) :=
∫+∞

1 e−ttz−1dt está definida para cada
z ∈ C y que ϕ1 ∈H (C).

La función ϕ2(z) :=
∫ 1
0 e−ttz−1dt está definida para cada

z ∈ C, con Re z > 0 y que ϕ2 ∈H ({z ∈ C : Re z > 0}).

Proposición

Para z ∈ C con Re z > 0 se tiene la igualdad

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1dt.
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Aspectos a estudiar para la función ζ

Aspectos a estudiar

Definición de la función ζ .

Factorización de Euler de la función ζ .

Relación entre las funciones Γ y ζ : extensión de ζ a una función
meromorfa en C.

Ecuación funcional Riemann: ceros triviales de la función ζ .

La conjetura de Riemann.

Definición

La función ζ de Riemann, se define en el semiplano
Ω = {z ∈ C : Rez > 1} mediante la suma de la serie

ζ (z) =
∞

∑
n=1

1/nz .
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Primeras propiedades de la función ζ

Holomorfia

La serie que define ζ converge uniformemente sobre cada
compacto K ⊂ Ω, y aśı, ζ es una función holomorfa en el
semiplano {z ∈ C : Rez > 1}.

Proposición - Euler

Si (pn)n es la sucesión de los números primos (2,3,5,7, . . .) y
Rez > 1, entonces se verifica que

ζ (z) =
∞

∏
n=1

1

1−p−zn
,

donde el producto converge uniformemente sobre cada compacto
K ⊂ {z ∈ C : Rez > 1}.
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Extensión de la función ζ

A partir de aqúı comentamos (sin demostración) como se puede
extender la función ζ a una función meromorfa en C, llegando a
plantear la conjetura de Riemann.

Ejercicio (PRIMER PASO)

La integral F (z) =
∫+∞

0
tz

et−1dt define una función holomorfa en el
semiplano Ω = {z : Rez > 1}. En concreto:

i) La integral F0(z) =
∫ 1
0

tz−1

et−1dt converge uniformemente sobre
compactos en Ω y define una función holomorfa.

ii) La integral F1(z) =
∫+∞

1
tz−1

et−1dt converge uniformemente sobre
compactos de C donde define una función entera.
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Extensión de la función ζ

Proposición (SEGUNDO PASO)

Si Rez > 1 se verifica

Γ(z)ζ (z) =
∫ +∞

0

tz−1

et −1
dt

Ejercicio (TERCER PASO)

La función F (z) =
∫+∞

0
tz−1

et−1dt definida y holomorfa en Ω = {z : Rez > 1} se

puede prolongar a una (única) función F̂ ∈M (C) con polos simples en
{1,0,−1,−3,−5, · · ·− (2n + 1), . . .}.

Teorema (CUARTO PASO)

La función ζ se puede prolongar anaĺıticamente a una función meromorfa en C
con un único polo simple en z = 1 y ceros en los puntos {−2n : n ∈ N} que
satisface la Ecuación Funcional de Riemann

ζ (z) = 2(2π)z−1Γ(1− z)ζ (1− z)sin
πz

2
.
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Conjetura de Riemann

Como consecuencia de la Ecuación Funcional de Riemann, la función ζ

tiene ceros triviales en {−2,−4,−6, . . .}.

La función ζ no tiene ceros en Rez > 1 (utilizar la formula de Euler).

El gran problema era/es estudiar los ceros de ζ en la banda cŕıtica
B = {z ∈ C : 0≤ Rez ≤ 1}.
En 1859 Riemann afirmó que la función ζ tiene infinitos ceros en la banda
B y que el número de ceros N(T ) en B ∩{z ∈ C : 0≤ ℑz ≤ T} verifica

N(T ) =
1

2π
T log T − 1 + log2π

2π
T + O(log T )

Hadamard demostró la primera afirmación en 1959. Mangolet demostró
la segunda en 1905.

Riemann formuló la conjetura de que todos los ceros de ζ en la banda
cŕıtica están concentrados en la recta Rez = 1

2 .

Hardy demostró en 1915 que ζ tiene infinitos ceros en Rez = 1
2 .

En 1975 Levison demostró que Rez = 1
2 contiene asintóticamente más de

1/3 de los ceros que ζ tiene en la banda B.

1 PROBLEMA 1 MILLÓN: http://www.claymath.org/millennium/

La conjetura de Riemann es uno de los problemas más
famosos de las matemáticas que aún sigue abierto.

WIKIPEDIA: The Riemann hypothesis is one of the most
important open problems of contemporary mathematics; a
$1,000,000 prize has been offered by the Clay Mathematics
Institute for a proof. Most mathematicians believe the
Riemann hypothesis to be true.
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2 contiene asintóticamente más de
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2 contiene asintóticamente más de
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1 PROBLEMA 1 MILLÓN: http://www.claymath.org/millennium/

La conjetura de Riemann es uno de los problemas más
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B = {z ∈ C : 0≤ Rez ≤ 1}.
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Los 7 problemas del millón
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Clay Mathematics Institute y la Conjetura de Riemann
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